
Phần I : MỞ ĐẦU

I. CƠ SỞ LÝ THUYẾT VÀ THỰC TIỄN:

1. Dãy số và Số học là hai mảng nội dung khó trong ôn thi học sinh giỏi. Tuy dãy số được giới thiệu cho học sinh trong chương trình Sách giáo khoa 11 nhưng để cập đến đề thi học sinh giỏi thì cần phải nghiên cứu rất nhiều. Bên cạnh đó, Số học là một mảng kiến thức học sinh chỉ được tìm hiểu sơ qua trong chương trình toán cấp 2 với những kiến thức vô cùng cơ bản. Sự kết hợp giữa hai mảng kiến thức này vô cùng khó nhưng nó là một bài toán gây sự tò mò và sự đam mê quyết tâm đi tìm lời giải của học sinh khi gặp các bài toán này

2. Đối với dãy số học sinh cần nắm được toàn bộ kiến thức cơ bản, từ đó đi giải quyết các bài toán đi tìm công thức tổng quát với một số các dãy số thường gặp.

3. Bên cạnh đó, Số học thông qua các công thức tổng quát của dãy số, kết hợp với các tính chất số học để xây dựng và chứng minh về các bài toán chia hết, chính phương, số nguyên…. Chính vì thế học sinh nắm được các kiến thức về số học đó là tính chia hết, số nguyên tố, số chính phương hay khái niệm phần nguyên.

4. Điều quan trọng khi giải quyết các bài toán này đó là sự định hướng đúng đắn, khả năng phân tích và dự đoán tốt để từ đó tổng hợp suy luận lôgic để từ đó tìm ra lời giải đẹp.

5. Tuy nhiên trong thực tế, đối với nội dung này là một nội dung khó trong các đề thi học sinh giỏi. Và có thể giải quyết triệt để tất cả các bài toán này không phải là điều dễ. Chính vì thế trên cơ sở tạo ra niềm tin và giải quyết phần nào với các bài toán này, tôi đưa ra một và định hướng của mình trong khi tiếp cận với nó.

II. MỤC ĐÍCH THỰC HIỆN ĐỀ TÀI:

   Tphương pháp có hiệu quả để giúp học sinh vượt qua các khó khăn khi tiếp cận với các kiến thức mới và học bồi dưỡng, nâng cao phần kiến thức đó, chuẩn bị cho các kì thi học sinh giỏi.

III. PHƯƠNG PHÁP THỰC HIỆN:

    1. Xây dựng kế hoạch bồi dưỡng về thời gian, nội dung kiến thức và lịch thực hiện cụ thể.

    2. Tiến hành lên lớp, tổ chức cho học sinh tiếp thu kiến thức, tự lực giải quyết các bài toán đặt ra theo chủ ý của người thầy.
    3. Rút kinh nghiệm, tổng kết đánh giá kết quả thu được và đề ra giải pháp, trình bày báo cáo ở tổ lấy ý kiến bổ sung, đóng góp để hoàn chỉnh.
Phần II : NỘI DUNG

A. NỘI DUNG ĐỀ TÀI

1/. Lý thuyết về dãy số:

Sau đây là một số các xác định CTTQ của một vài dãy số cơ bản thường gặp và hướng làm. Tiến trình lên lớp được thực hiện bằng việc GV đưa ra các kết quả đã tìm được và yêu cầu HS Cm giải thích cơ sở để có các kết quả đó.

Một số cách xác định công thức tổng quát của một số dạng dãy số cơ bản:
Kết quả 1: Dãy un+1= a.un + b có số hạng tổng quát là 

un = 
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Kết quả 2: Với dãy số (un) được xác định bởi a.un+1 + b.un + c.un-1= 0. biết u1, u2.

Ta xét phương trình đặc trưng: ax2 + bx + c = 0  (1)

Nếu phương trình (1) có 2 nghiệm x1 và x2 thì un = 
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Nếu phương trình (2) có nghiệm kép x1 = x2 = p thì un = (
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Kết quả 3: Với dãy un được xác định bởi 
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Ta xét phương trình đặc trưng a.x3 + b.x2 + cx + d = 0
(2)

Nếu phương trình (2) có 3 nghiệm x1, x2, x3 thì un = 
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Nếu phương trình (2) có 1 nghiệm đơn x3 và 1 nghiệm kép x1=x2 thì 

u2 = 
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Nếu phương trình (2) có nghiệm bội ba x1=x2=x3=p thì 

un = 
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Kết quả 4: Với dãy (xn), (yn) được xác định 
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Ta có: xn+1 = p.xn + q(r.xn-1 + s.yn-1)=(p – s).xn + (qr –ps)xn-1

Từ đây ta áp dụng CTTQ của dãy (xn) theo kết quả 2.

Kết quả 5: Với dãy số (un): u0 = a; un+1=
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1.

Đối với dãy số này ta có 2 cách làm như sau:

Cách 1: Xét hai dãy số (xn) và (yn)được xác định như sau:
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 Theo kết quả 4 ta xác định được dãy xn, yn và khi đó dãy un =
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Cách 2: Ta đưa vào các tham số x, y như sau:

x.un+1 + y = 
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Tiếp theo ta đi xác định x, y sao cho 
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Đặt xn+1=
[image: image18.wmf].
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 Ta được xn+1=h + mxn. Theo kết quả 1 ta xác định được dãy xn. Từ đó suy ra dãy un.

2/. Lý thuyết về số học:

2.1. Phép chia có dư:

Định lý 1: Với hai số nguyên bất kì a và b, b
[image: image19.wmf]¹

0, luôn tồn tại duy nhất một cặp số nguyên q và r sao cho a = bq + r.

2.2 . Ước chung lớn nhất và Bội chung nhỏ nhất: 

Định nghĩa 1: Số nguyên d được gọi là UCLN của n số nguyên a1, a2, ... , an nếu d là ước chung của a1, a2, ... , an và nếu e là một ước chung khác của chúng thì e|d.

Kí hiệu: d = (a1, a2, ... , an ).

Bổ đề: ( cơ sở của thuật toán Euclide)

Nếu a = bq + r thì (a,b)=(b,r).

Định nghĩa 2:Số nguyên b được gọi là BCNN của n số nguyên a1, a2, ... , an nếu b là bội chung của a1, a2, ... , an và nếu e là một bội chung khác của chúng thì b|e.

Kí hiệu: b = [a1, a2, ... , an ].

Định lý 2: Nếu x, y là hai số nguyên khác 0. BCNN của chúng luôn luôn tồn tại và bằng 
[image: image20.wmf](,)
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2.3. Phép chia hết và số nguyên tố

Định nghĩa 1: Hai số nguyên a và b được gọi là nguyên tố cùng nhau nếu ước chung lớn nhất của chúng bằng 1.

Kí hiệu: (a,b)=1.

Chú ý: 

· Nếu m chia hết cho n ta cũng nói n chia hết m. Với m, n là hai số nguyên.

Tính chất: Cho a và b là hai số nguyên nguyên tố cùng nhau. Khi đó

1. Nếu d chia hết a, d chia hết b thì d chia hết a + b.

2. d chia hết b nếu và chỉ nếu d chia hết –b.

3. Cho d chia hết a. Khi đó, d chia hết b nếu và chỉ nếu d chia hết a + b.

4. UCLN(a,b) = UCLN(a,a+b). Từ đó (a,b)=1 khi và chỉ khi (a,a+b)=1.

Định lý 1: ( Định lý cơ bản về số nguyên tố).

Mọi số nguyên dương n, n >1, đều có thể được viết một cách duy nhất ( không tính đến việc sắp xếp các nhân tử ) dưới dạng:




n = 
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với k,ei là các số tự nhiên, pi là các số nguyên tố thoả mãn: 1<p1 < p2 < ... < pk.

Khi đó, dạng phân tích trên được gọi là dạng phân tích chính tắc của số n.

Định lý 2: ( Bổ đề cơ bản của số nguyên tố - Bổ đề Euclide ).

Nếu một số nguyên tố p chia hết tích ab của hai số nguyên a và b thì p phải chia hết ít nhất một trong hai số a và b.

Định lý 3: ( Định lý Fecmat nhỏ ).

Nếu n là một số nguyên và p là một số nguyên tố thì p|(np – n)

2.4. Quan hệ đồng dư:

Định nghĩa: Cho hai số nguyên a và b. Ta nói a đồng dư với b theo modun m  nếu và chỉ nếu m|(a-b). Trong đó m là một số nguyên dương.

Kí hiệu: a
[image: image22.wmf]º

b ( mod m ).

Một số tính chất về đồng dư thức:

Tính chất 1: Nếu b
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0 (mod a) và c
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 0(mod a) thì bm + cn 
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0 (mod a).

Định lý 1: ( Bổ đề Euclide ).

Nếu p là số nguyên tố và ab
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0 ( mod p) thì a
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0 (modp) và b
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Định lý 2: ( Định lý Fecmat nhỏ).

Nếu p là một số nguyên tố và a ( b ( mod p) (b( 0) thì ap-1 ( 1 (mod p).

Bài 1.  Cho dãy số 
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 Hãy tính số dư trong phép chia 
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Hướng dẫn giải 

· Chứng minh 
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· Vậy 
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 Vì 2017 là số nguyên tố, theo định lý Fermat nhỏ ta có:


[image: image33.wmf](

)

(

)

20172016

22mod2017;  31mod2017.

ºº

 Giả sử 
[image: image34.wmf](

)

[

]

(

)

2015

3mod2017  0;2016.

rr

ºÎ

 Nghĩa là 
[image: image35.wmf]310

312017

314034

r

r

r

-=

é

ê

-=

ê

ê

-=

ë

 Suy ra 
[image: image36.wmf]1345

r

=

. Vậy số dư cần tìm là 1347.
Bài 2.  Cho dãy số 
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 Hãy tìm phần nguyên của S biết 
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Hướng dẫn giải 

· Nhận xét 
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· Nhận xét dãy số 
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Bài 3.  Cho dãy số 
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 Chứng minh các số hạng 
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 của dãy không là bình phương của một số nguyên với mọi số nguyên tố 
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Hướng dẫn giải 

· Trường hợp 1: p=2.

· Trường hợp 2: p là số nguyên tố lẻ. Giả sử tồn tại số nguyên tố lẻ p sao cho 
[image: image48.wmf]p

a

 là bình phương của một số nguyên. Đặt 
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Ta chỉ cần xét a là số tự nhiên. 
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Theo định lý Fermat nhỏ ta có 
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Mà a2+1 không có ước nguyên tố dạng 4k+3, nên p=4k+1. 
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Đây là điều vô lý.

Bài 4.  Cho dãy số 
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 Chứng minh các số hạng 
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 của dãy luôn biểu diễn được dưới dạng 
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Hướng dẫn giải 

Sử dụng hằng đẳng thức 
[image: image57.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

2222

2222

.

akbckdackbdkadbcackbdkadbc

++=++-=-++

 

Ta sẽ chứng minh nhận định : Nếu phương trình 
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Bài 5.  Cho dãy số 
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Chứng minh rằng 
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 là số nguyên với mọi n nguyên tố lớn hơn hoặc bằng 5.

Hướng dẫn giải 

Biến đổi về 
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Áp dụng định lý Fecmat nhỏ suy ra điều phải chứng minh.

Bài 6.  Cho dãy số 
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Chứng minh rằng nếu với mỗi số tự nhiên n có số nguyên tố p là ước của 
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[image: image70.wmf]2

5(mod)

mp

º

.

Hướng dẫn giải 

Đặt 
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Vì vậy:
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Suy ra:
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Do p là ước của 
[image: image81.wmf]n
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, 
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Vậy tồn tại số nguyên m thỏa mãn 
[image: image85.wmf]2

5

pm

-

 (đpcm).

Bài 7.   Cho dãy (an) với n > 0 được xác định bởi: 
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a) Chứng minh an chia hết cho n với mọi giá trị nguyên dương của n.


b) Đặt 
[image: image87.wmf]n
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 Chứng minh tồn tại vô số số nguyên dương n để 2015 là một ước của bn.
Hướng dẫn giải 

a) Ta có b1=1; b2=1; b3 = 2; b4=3

Dễ thấy bn = Fn với n=1; 2; 3; 4.  Bằng quy nạp ta chứng minh dãy (bn) trùng với dãy (Fn)

Thật vậy:

Mệnh đề đúng với n=1; 2; 3; 4. Giả sử mệnh đề đúng đến n+3. Khi đó ta có: 
[image: image88.wmf](
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Dùng công thức của dãy Fibonaci : Fm+2 = Fm+1 + Fm ta dễ dàng biến đổi vế phải thành (n+4)Fn+4   suy ra  bn+4 = Fn+4. 
Vậy mệnh đề đúng với n+4, do đó nó đúng với mọi n nguyên dương.

Điều đó chứng tỏ an luôn chia hết cho n với mọi n nguyên dương. 

b) Gọi rn là số dư của bn cho 2015 với n=1; 2; 3;....

Trước tiên ta chứng minh (rn) là một dãy tuần hoàn. Thật vậy:
Ta có 
[image: image89.wmf](
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Vì có vô hạn các cặp (r1; r2), (r2; r3),..., (rn; rn+1) nhưng chỉ nhận hữu hạn giá trị khác nhau  nên tồn tại ít nhất hai phần tử của dãy trùng nhau. Ta giả sử là (rm; rm+1) =( rm+T; rm+T+1) (với T là một số nguyên dương). 
 Ta chứng minh (rn) tuần hoàn với chu kỳ T. Ta có 
[image: image90.wmf](
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Tiếp tục như vậy ta chứng minh được: rm+k = rm+T+k với mọi 
[image: image91.wmf]0
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Ta có
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Bằng quy nạp ta chứng minh được: rm-k = rm+T-k với k=1; 2;...; m-1 (2) 

Từ (1) và (2) suy ra (rn)n>0 là một dãy tuần hoàn. 
Bổ sung vào dãy (bn) phần tử b0 = 0 thỏa mãn b0 + b1 = b2 suy ra r0 = 0. Khi đó dãy (rn) là dãy tuần hoàn bắt đầu từ phần tử đầu tiên r0 = 0. Do đó tồn tại vô số phần tử trong dãy (rn) bằng 0. Như vậy câu b được chứng minh xong. 
Bài 8.  Cho dãy số 
[image: image93.wmf](
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 Tồn tại hay không hai số nguyên dương phân biệt p, q sao cho 
[image: image95.wmf]q
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  chia hết cho 
[image: image96.wmf]p

a

với mọi số nguyên dương n ?

Hướng dẫn giải 

Giả sử tồn tại hai số p, q nguyên dương phân biệt sao cho q
[image: image97.wmf]n
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 chia hết cho p
[image: image98.wmf]n

n

+

 với mọi số nguyên dương n, thế thì q
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Giả sử a là một số nguyên tố lớn hơn q và n là số tự nhiên thỏa mãn 
[image: image102.wmf](1)(1)1
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Vì p < q < a nên (p, a) =(q, a)=1. Theo định lý nhỏ Fermat, ta có
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 EMBED Equation.3 [image: image105.wmf]).
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Do đó
[image: image106.wmf])
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Từ (1) và (2) suy ra 
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Chứng minh tương tự, ta được  
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Từ (1) và (3) suy ra 
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  Từ (4) và (5) suy ra 
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[image: image111.wmf]pqa
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Vậy không tồn tại hai số nguyên dương phân biệt p, q sao cho 
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 chia hết cho 
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Bài 9.  Cho dãy số 
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 . Tìm các số nguyên dương n sao cho 
[image: image115.wmf][
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 là số nguyên tố, trong đó kí hiệu 
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 là số nguyên lớn nhất không vượt quá a.
Hướng dẫn giải

Trường hợp 1: Nếu n=2k thì 
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Trường hợp 2: Nếu n=2k +1 thì 
[image: image120.wmf][
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 là số nguyên tố ta có 
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Đáp số: n=3 hoặc n=4.

Bài 10. (Olympic 30/4/2009)

Cho dãy số 
[image: image123.wmf]2
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Tìm các số tự nhiên n sao cho 
[image: image124.wmf]n
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 là số nguyên tố, trong đó kí hiệu 
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 là số nguyên lớn nhất không vượt quá a.
Hướng dẫn giải

+) Nhận xét với 
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Bài 11. Cho dãy số 
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 Tìm phần nguyên của tổng 
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Hướng dẫn giải

+) Chứng minh rằng 
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  với n không chia hết cho 6. 
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  với n  chia hết cho 6.

Bài 12. Cho dãy số 
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 Tìm phần nguyên của tổng 
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Hướng dẫn giải

+) Chứng minh 
[image: image136.wmf]1

0, 1.

2

n

an

>>"³

 

Xét hiệu 
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Bài 13. (Toán học và tuổi trẻ tháng 11 năm 2013). 

Cho dãy số 
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 Chứng minh rằng trong dãy số này có vô hạn số chẵn và vô hạn số lẻ. Trong đó kí hiệu 
[image: image141.wmf][
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 là số nguyên lớn nhất không vượt quá a.
Hướng dẫn giải

+) Nhận xét: Nếu a là số nguyên dương, 
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+) Với mỗi số nguyên dương m tùy ý. Có hai trường hợp xảy ra:

Trường hợp 1: 
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Trường hợp 2: 
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 là số lẻ, 
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[image: image150.wmf]1

1

3

3.(2.1)

3.2.1, ...

22

u

u

m

m

a

v

av

-

+

éù

+

éù

===+

êú

êú

ëû

ëû

 
[image: image151.wmf] 3.1
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 là số chẵn.

Như vậy ta có điều phải chứng minh.

Bài 14. (Toán học và tuổi trẻ tháng 12 năm 2013). 

Cho dãy số 
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Hướng dẫn giải

+) Bổ đề Cho p là số nguyên tố 
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Do đó 
[image: image159.wmf](
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 Giả sử  p nguyên tố thỏa mãn hai điều kiện 
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Bài 15. (Toán học và tuổi trẻ tháng 3 năm 2008). 

Cho dãy số 
[image: image163.wmf]1.2. ... .!.
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 với mọi số n nguyên dương. 

a) Tìm tất cả các số nguyên dương x, y, z, n thỏa mãn 
[image: image164.wmf]5.
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b) Chứng minh rằng tồn tại vô số số nguyên dương n sao cho 
[image: image165.wmf](
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Hướng dẫn giải

a) Giả sử 
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 Giả thiết suy ra 5> n+1 suy ra n=1 hoặc 2 hoặc 3.

Đáp số 
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b) Xét số tự nhiên n có dạng 
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)

2

*

251, .

nkk

=+Î

¥

 Ta có 
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Với mỗi k nguyên dương thì 
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Bài 16. (Toán học và tuổi trẻ tháng 5 năm 2008). 

Cho phương trình 
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 là nghiệm dương của phương trình. Cho dãy số 
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 Chứng minh tồn tại vô số số tự nhiên n sao cho 
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chia hết cho a.

Hướng dẫn giải

+) Chứng minh 
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 là số vô tỷ bằng phản chứng.
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 Vậy 
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 Chọn 
[image: image184.wmf](

)

*

1 , 12

klalnla

+=Î+=

¥

 
[image: image185.wmf](
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 Vậy có điều phải chứng minh.

Bài 17. (Balkan MO 2002)

 Cho dãy số 
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Hướng dẫn giải

+) Chứng minh 
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Suy ra 
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Đặt 
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Đáp số n=2.

Bài 18. (IMO 2005) 

Cho dãy số 
[image: image195.wmf](
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 Tìm tất cả các số nguyên dương nguyên tố cùng nhau với mọi số hạng của dãy số trên.

Hướng dẫn giải

Ta khẳng định số 1 là số cần tìm duy nhất. Ta chỉ cần chứng minh rằng mỗi số nguyên tố p là ước của một số hạng 
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 nào đó là đủ. Khẳng định đúng cho p=2 và p=3 vì 
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Xét một số nguyên tố p bất kì lớn hơn 3. Theo định lý Fermat nhỏ, số dư của số  
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trong phép chia cho p đều là 1. 

Suy ra 
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Bài 19. (Toán học và tuổi trẻ tháng 4 năm 2007)

Cho dãy số 
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 Chứng minh rằng với mỗi số nguyên dương m luôn tồn tại số tự nhiên n sao cho các số 
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Hướng dẫn giải

Từ công thức truy hồi (1) ta tìm được 
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Giả sử 
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 Xét các bộ ba 
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Vì số các bộ ba là vô hạn mà tập giá trị của các bộ ba này là hữu hạn, không vượt quá 
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 sao cho 
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. Kết hợp công thức truy hồi suy ra 
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 Từ đó ta có 
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Nói riêng 
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Cho l đủ lớn ta có 
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Bài 20. (St. Petersburg City MO 1996) 
Cho dãy số 
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Hướng dẫn giải

Nhận xét 
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Nếu n > 1 thì 
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Đáp số n=1.

Bài tập tự giải

Bài  21.  Cho dãy số 
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 Chứng minh các số hạng của dãy không chia hết cho 5.

Bài  22.  Cho dãy số 
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 Chứng minh các số hạng 
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 của dãy chia hết cho 
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Bài  23.  Cho dãy số 
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 Chứng minh các số hạng 
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 của dãy chia hết cho 
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 với mọi số nguyên tố 
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Bài  24.  Cho dãy số 
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 Chứng minh các số hạng  của dãy đều là số nguyên.

Bài  25.  Cho dãy số 
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Tìm các số nguyên dương lẻ a sao cho với mọi m, n nguyên dương tùy ý luôn tìm được số nguyên dương k thỏa mãn 
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Bài  26.  Cho dãy số 
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 Trong dãy có tồn tại số nguyên tố nào không? Có tồn tại số nào chia hết cho 2017 không?
Bài 27. (Germany MO 1995) 

Cho x là một số thực sao cho 
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 Chứng minh rằng 
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KẾT LUẬN
· Việc dạy học các bài tập toán Số học và Dãy số kết hợp như trong chuyên đề trên, qua thực tế giảng dạy đã cho thấy có hiệu quả cao. Học sinh có hứng thú và nhận thức sâu sắc hơn các vấn đề của Số học. Chuyên đề này có thể áp dụng tốt trong giảng dạy học sinh chuyên Toán ở các trường chuyên.
· Vì điều kiện thời gian và trình độ của bản thân tác giả có hạn, chuyên đề còn chưa phong phú, sâu sắc. Mong nhận được sự góp ý của các bạn đồng nghiệp để chuyên đề được bổ sung nhiều ý mới lạ, nhiều ví dụ điển hình và có tác dụng sư phạm tốt hơn.
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